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Velicina populacije P koja se mijenja s vremenom f ne moZze rasti konstantnom
stopom rasta. Eksponencijalni model je prikladan kada u sustavu nema nikakvog ogranicenja.
Pri razmatranju populacije u zatvorenoj sredini uzima se u obzir postojanje odredenog limita.

Stopa radanja populacije s vremenom pocinje opadati, a stopa umiranja rasti.

Najjednostavniji model smanjenja stope radanja i povecanja stope umiranja predlozio
je 1838. godine Pierre-Francois Verhulst koji ukljucuje stopu radanja te stopu umiranja.
Stopa radanja pada proporcionalno napucenosti, a stopa umiranja raste proporcionalno

napucenosti.

Jednostavna logisticka funkcija opisana je formulom
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gdje P oznaCava populaciju, a varijabla ¢ vrijeme. Za vrijednosti ¢ u intervalu realnih brojeva

od minus beskonacnosti do beskonac¢nosti, graf je S — krivulja.
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Slika 1. Krivulja logisticke funkcije

U praksi, zbog prirode eksponencijalne funkcije e”, dovoljno je izratunati P(t) za mali

interval realnih brojeva, primjerice [-6,+6].

Pocetna faza rasta pribliZzno je eksponencijalna, zatim kako zasi¢enje poc€inje, usporava rast, te

u zreloj fazi rast se zaustavlja.

Derivacija logisticke funkcije jednostavno se izracuna i iznosi:



d
—P(t) = P(t) - (1~ P(1))

Funkcija od P intuitivno ima svojstvo

1 — P(t) = P(—t)

Logisti¢ka diferencijalna jednadZzba

Logisticka funkcija je rjeSenje jednostavne nelinearne jednadzbe prvog reda
i)
o P(t) = P(t)(1- P(t))

gdje je P varijabla ovisna o vremenu i s po¢etnim uvjetom P(0) = %2. RjeSenje je
t
e
P(t) = ———
Ef' | @
Ako se kao konstanta integracije uzme e“ = I, dobiva se druga poznata forma logisti¢ke
krivulje
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Logisticka krivulja pokazuje rani eksponencijalni rast kada je ¢ negativan, koji se usporava

prema linearnom rastu nagiba Y4 blizu ¢ = 0, pa se priblizava y = I s eksponencijalnim padom.

Modeliranje rasta populacije u ekologiji

Cesta primjena logisti¢ke funkcije je upravo za modeliranje rasta populacije, za $to ju
je izvorno koristio i1 Pierre-Francois Verhulst 1838. godine, pri ¢emu je stopa razmnoZavanja
razmjerna postojecoj populaciji i koli¢ini raspoloZivih resursa. Verhulstova jednadzba je
objavljena nakon §to je Verhulst procitao djelo Thomasa Malthusa Esej o principima
populacije. Verhulst je izveo svoju logisticku jednadzbu kako bi opisao samoogranicavajuci
rast bioloske populacije. JednadZba se ponekad naziva Verhulst — Perlovom jednadzbom.

Alfred J. Lotka je 1920. godine ponovno izveo izraz nazvavsi ga zakonom o rastu populacije.

U diferencijalnoj jednadZzbi koja slijedi P predstavlja veli¢inu populacije, ¢ vrijeme, r

stopu rasta, a K nosivi kapacitet - maksimalnu veli¢inu koju populacija moze doseci.



dt K

U jednadzbi je rana, pocetna stopa rasta modelirana prvim izrazom + rP. Vrijednost r

dP P
—Z?"P(l— )

predstavlja proporcionalan rast populacije P u jedinici vremena. Nadalje, kako populacija
raste, drugi ¢lan — P’ /K (po ovom ¢lanu vidimo da je logisti¢ki model kvadratni model)
postaje veci od prvog kako se neki ¢lanovi populacije P natjecu oko nekih vaznih resursa, na
primjer hrane ili Zivotnog prostora. Taj antagonistic¢ki efekt nazvan je bottleneck i modeliran
je vrijedno8¢u parametra K. Natjecanje umanjuje stopu rasta sve dok vrijednost P prestane
rasti, odnosno sve dok ne dode do zrelosti populacije.

Dijeljenjem obiju strana izraza s K dobijemo:

d P P( P)

Kk K\ K
Uvrstimo x = P/K i dobijemo:

dx

T re(l — x)

Za r = I dobivamo pocetni izraz.

Drugi nacin izvodenja izraza za logisticki model jest da se uvrste stopa radanja r i
stopa umiranja u.

r =ry-aP

u=uy+bP
Stopa radanja pada proporcionalno napucenosti, odnosno veli¢ini populacije P, dok stopa

umiranja raste proporcionalno napucenosti. U tom modelu za rast populacije P vrijedi:

dP = (r — u) P dt = [(r, — aP) — (u, + bP)] Pdt = [(r, — u;) — (a + b)P) Pdt =
= (ry - uo)[l - (%)P‘pdn

Konstante ry i uy su pocetne stope radanja i umiranja, a njihova je razlika ky = rg — uy pocetna
stopa rasta. Konstante a i b su stope po kojima stopa radanja pada, odnosno stopa umiranja
raste. Pomocu njih se nosivi kapacitet izraZzava kao:

Fo ™ Uy

K:a+b



P
dP—ku(l - & | Pat
Slijedi da je dP > 0 samo za P < K (uz ky > 0). Dakle, za P < K populacija raste prema K i
rast prestaje tek kada je dP = 0, tj. kada je P = k. Slicno, dP < 0 samo za P > K (uz ky > 0).
Dakle, populacija pada samo za P > K i pad prestaje tek kada je dP = 0, tj. kada je P = K. Sto

je populacija bliZze nosivom kapacitetu, to je rast sporiji.

Primjerice, za K = 100 i dosta udaljeni P = 1 imamo
— . —
a‘P—kﬂ(l IOO)Pdr-O.QQ k, P dt,

I to je rast po stopi 0.99 ko, dok za P = 99, Sto je dosta blizu nosivom kapacitetu K = 100

dP = kﬂ(l - %)Pcﬁ‘:{}.ﬂl k, P dt,

i to je rast po bitno manjoj stopi 0.01 ko. To se moZe vidjeti na S — grafu koji pregledno

pokazuje ovaj tip rasta:
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Slika 2. Krivulja logistickog rasta

Graf od P raste u vremenu na karakteristican S — nacin u slucaju kada populacija pocne ispod

nosivog kapaciteta. Kada populacija pocne iznad nosivog kapaciteta, krivulja naglo pada na



tocku ekvilibrijuma. U ovom je primjeru K = 100, a populacija po€inje s 5, odnosno 200
jedinki.

Za populaciju koja ima konstantnu stopu rasta k, odnosno za koju je dP = kPdt,
egzaktna formula rasta glasi P = Pye’. Koristeéi se tehnikama integralnog rauna, takvu
egzaktnu formulu rasta moZemo naci i za populaciju ¢ija stopa opada po Verhulstovom
nacelu, tj. za koju je dP = ko (I — P/K) Pdt 1 ¢iji je S — graf prethodno prikazan. Ta se formula
naziva logistiCkom, a njoj odgovaraju¢i rast logistickim rastom:

K

K- P,
1+(T

P=

e—k,l

Logisticki je rast vrlo dobar matematicki model za mnoge prirodne fenomene. Primjerice, ako
se prati rast suncokreta od mladice do zrele biljke, vidi se da je on logisticki. Na slici su
prikazani tockama rezultati konkretnih mjerenja visine suncokreta tijekom tri mjeseca njegova
rasta. OcCito je da se rezultati mjerenja gotovo savrSeno poklapaju s logistickim rastom. Na
slici je prikazan i eksponencijalni rast kojim bi suncokret rastao da je zadrzZao svoju pocetnu

stopu rasta.
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Slika 3. Rast suncokreta

Korekcija modela — useljavanje i iseljavanje




Logisticka jednadzba nije primjerena ako je u zadanoj populaciji prisutno useljavanje i
iseljavanje, stoga je tada potrebna korekcija modela. Ako pretpostavimo da je iseljavanje
linearno uz stalnu brzinu a, vrijedi pripadajuca korigirana jednadzba:

dP P
at kop(l_ﬁ:)_ 2

Ako je a > 0, radi se o iseljavanju, za useljavanje vrijedi a < 0, a ako je a = 0 onda se radi o

obicnoj logistickoj jednadZbi.

Primjena logisti¢ke funkcije

Logisticka funkcija nalazi primjenu u raznim podru¢jima kao $to su neuronske mreZe,
biologija, biomatematika, demografija, ekonomija, kemija, medicina, matematicka
psihologija, vjerojatnost, sociologija, politiCke znanosti i statistika.

Logisticka funkcija je Cesto koriStena u neuronskim mreZama za prikazivanje
nelinearnosti u modelu i za ogranicavanje signala na unaprijed zadani raspon. Element
neuronske mreZe pretvara linearni ulazni signal u izlazni signal u obliku logisti¢ke funkcije s
ograni¢enjima.

Logisticke funkcije se koriste u statistici za logisticku regresiju u cilju prikazivanja
kako vjerojatnost nekog dogadaja P moZe biti pod utjecajem jedne ili viSe ulazne varijable.

U medicini se logisti¢ka funkcija koristi pri modeliranju rasta tumora po slicnom
principu kao modeliranje rasta u ekologiji.

U kemiji se logisticka funkcija moZe primijeniti za pracenje udjela reaktanata i
produkata u vremenu u kemijskoj reakciji drugog reda.

U lingvistici se logisticka funkcija primjenjuje pri modeliranju razvoja jezika.
Inovacija u jeziku je u poCetku marginalna, ali s vremenom sve viSe zahvaca populaciju, te na

kraju tog procesa ostaje vrlo mali postotak populacije koji nije usvojio tu promjenu jezika.



MODELIRANIJE U MATHEMATICI

Primjer 1.

Kada stopa rasta iznosi 2, pocetna veli¢ina populacije 0.5, a nosivi kapacitet 7, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije s krivuljom S — oblika. MoZemo ju interpretirati tako da
populacija eksponencijalno raste sve do otprilike polovice vrijednosti nosivog kapaciteta, pa
tada kao da se taj limit pocCinje osjecati te se krivulja polaganije priblizava vrijednosti nosivog
kapaciteta.

Program:

k:=2

L:=7

XQ:=0.5
rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]* (1-
x[t]/L),x[0]x0},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,4},AxesOriginll{0,0}, PlotRange [J
{{0,4}, {0,9}1}]

Primjer 2.

Kada stopa rasta iznosi 2, pocetna veli¢ina populacije 3, a nosivi kapacitet 7, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije. Populacija se pribliZava vrijednosti nosivog kapaciteta i
otprilike u vremenu 2 joj se maksimalno pribliZi.

Program:

k:=2

L:=7

XO:=3

rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x' [t][k*x[t]*(1-
x[t]/L) ,x[0]l %0}, x,t]]

rjesenje



Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOriginll{0,0}, PlotRange [J
{{0,2}, {0,9}1}]

Primjer 3.

Kada stopa rasta iznosi 2, pocetna veli¢ina populacije 5.5, a nosivi kapacitet 7, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije.

Program:

k:=2

L:=7

XQ:=5.5
rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]*(1-
x[t]/L),x[0]lx0}, %, t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOriginll{0,0}, PlotRange [J
{{0,2}, {0,9}1}]

Primjer 4.



Kada stopa rasta iznosi 2, pocetna veli¢ina populacije 9, a nosivi kapacitet 7, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije. Po€etna veli¢ina populacije je veca od nosivog kapaciteta,
te se stoga njena vrijednost smanjuje ka njoj.

Program:

k:=2

L:=7

Xo:=9

rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]* (1-
x[t]/L),x[0]x0},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOriginll{0,0}, PlotRange L[]
{{0,2}, {0,11}}]

Primjer 5.

Kada stopa rasta iznosi 2, pocetna veli¢ina populacije 25, a nosivi kapacitet 7, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije.

Program:

k:=2

L:=7

Xo:=25
rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x' [t][k*x[t]* (1-
x[t]/L),x[0]x0},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,2},AxesOriginll{0,0}, PlotRange [J
{{0,2}, {0,26}1}]



Primjer 6.

Kada stopa rasta iznosi 0.2, poCetna veli¢ina populacije 3, a nosivi kapacitet 5, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije.

Program:

k:=0.2

L:=5

X0:=3

rjesenje:=Evaluate[x[t])/.DSolve[{x'[t] Tk*x[t]*(1-x[t]/L),x[0]x¢},x,t]]
rjesenje

Plot[{rjesenje,L},{t,0,14},AxesOrigin[1{0,0}, PlotRange[1{{0,15},{0,6}}]

or

Primjer 7.
Kada stopa rasta iznosi 5, pocetna veli¢ina populacije 3, a nosivi kapacitet 5, dobije se
prikazani graf logisticke funkcije.

Program:



k:=5
L:=5
XQ:=3

rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x' [t][k*x[t]* (1-
x[t]/L) ,x[0] %0}, x,t]]

rjesenije

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,2},AxesOriginll{0,0},
PlotRangell{{0,2},{0,61}}]

6r

Primjer 8.
Da podsjetimo, za logisticki model s useljavanjem i iseljavanjem vrijedi

P P
dt k°P(1_K)_ 2

pri cemu ako je a > 0, radi se o iseljavanju, za useljavanje vrijedi a < 0.

Kada stopa rasta iznosi 2, pocCetna veli¢ina populacije 1,nosivi kapacitet 4, a stalna brzina
useljavanja |1l (odnosno 1 s negativnim predznakom jer se radi o useljavanju), dobije se
prikazani graf logisticke funkcije. U ovom slucaju veli¢ina populacije znatno premasuje
nosivi kapacitet jer je brzina useljavanja velika.

Program:

k:=2

L:=4

Xo:=1

a := -1
rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]*(1-x[t]/L-
a),x[0]0xe},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOrigin—>{0,0}, PlotRange—{{0,3},
{0,811} ]



Primjer 9.
Brzina useljavanja je 10 puta manja u odnodu na prethodni primjer, te se moZe vidjeti da u

ovom slucaju stacionarna veli¢ina populacije nije znacajno veca od nosivog kapaciteta.

k:=2
L:=4
Xo:=1
a :=-0.1

rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x' [t][k*x[t]* (1-x[t]/L-
a),x[0]lxo},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,5},AxesOriginll{0,0},
PlotRangell{{0,5},{0,9}1}]

Primjer 10.

S dodatnim smanjenjem brzine useljavanja za 10 puta, stacionarna veli¢ina populacije se
preklapa s nosivim kapacitetom jer je brzina useljavanja premala da bi imala znacajni utjecaj
na veli¢inu populacije.

Program:



L:=4
XQ'=1
a := -0.01

rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x' [t][k*x[t]* (1-x[t]/L-
a),x[0]lxo},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,5},AxesOriginll{0,0},
PlotRangell{{0,5},{0,9}1}]

Primjer 11.

Za iseljavanja, pri ¢emu je vrijednost a pozitivna, dobiva se prikazano smanjenje veli¢ine
populacije.

Program:

k:=2

L:=4

Xo:=6

a =1
rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]*(1-x[t]/L-
a),x[0]lxo},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOriginll{0,0}, PlotRangell{{0,3},
{0,8}} ]
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Primjer 12.
Program:

k:=2

L:=4

XQ:=6

a :=0.1
rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]*(1-x[t]/L-
a),x[0]lxo},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOriginll{0,0}, PlotRangell{{0,3},
{0,811} ]
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Primjer 13.
Program:
k:=2
L:=4

XQ:=6
a :=0.01



rjesenje:=Evaluate[x[t]/.DSolve[{x'[t][k*x[t]*(1-x[t]/L-
a),x[0]0xo},x,t]]

rjesenje

Plot[{rjesenje,L}, {t,0,3},AxesOriginll{0,0}, PlotRangell{{0,3},
{0,811} ]
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